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1. Se f(x) =
1
3
x3 + 4x+ 5 allora
d2
dy2
f−1(5) =
(a)
1
16
(b)
1
8
(c) 0 (d) 1 (e)
1
4
2. Il numero dei punti di flesso di f(x) = (x− 2)2 (x+ 2)2 e`
(a) 2 (b) 0 (c) 4 (d) 3 (e) 5
3.
∫ ln 2
0
1
2 + ex
dx =
(a) 1
2
ln 3
2
(b) 0 (c) 1
2
ln 5
2
(d) 1
2
ln 7
2
4. lim
x→0
ex ln(1 + x)− x
x ln(1 + pix)
=
(a)
1
2pi
(b)
2
pi
(c) 2pi (d) pi (e) 0
5. L’integrale generalizzato
∫ 1
0
x− sinx
(ln(1 + xa))2
dx converge se
(a) a < 2 (b) a > 4 (c) a < 1 (d) a > 1
6. Se y(x) = x ex−3 allora:
(a) Il minimo assoluto di y(x) e` −e−4
(b) Il massimo assoluto di y(x) e` −e−4
(c) Il minimo assoluto di y(x) e` e−4
(d) Il massimo assoluto di y(x) e` e−4
7. Sia y(x) la soluzione del problema di Cauchy
{
y′(x) = xey
y(0) = 0
allora y(1) =
(a) 1 (b) 0 (c) ln
1
2
(d) ln 2 (e) non esiste
8. Sia f(x) =
∣∣x2 − 3x+ 2∣∣. In quale fra i seguenti intervalli sono soddisfatte le ipotesi del teorema di Rolle?
(a) [1, 2] (b) [0, 2] (c) [−2, 2] (d) [−1, 2]
9. Sia f : [0, 1]→ R, f(x) = x2 − 2x. I punti in cui il primo teorema della media integrale e` verificato sono
(a) c = 1− 1√
3
(b) c = 1 +
1√
3
(c)
1
2
(d)
1
3
10. Studiare la funzione f(x) = x (1− ln |x|) nel suo dominio di definizione e si calcoli
∫ e
0
f(x)dx
1
Soluzione
1. Risolvo l’equazione
1
3
x3 + 4x+ 5 = 5 la cui unica soluzione reale e` x = 0 pertanto
d2
dy2
f−1(5) = − f
′′(0)
(f ′(0))3
ma f ′(x) = x2 + 4, f ′′(x) = 2x quindi
d2
dy2
f−1(5) = 0
Risposta esatta c)
2. Si ha
f ′′(x) = 4(3x2 − 4)
Risposta esatta a)
3. Cambio di variabile ex = t ⇐⇒ x = ln t =⇒ dx = 1
t
dt. Poi x = 0 =⇒ t = 1 e x = ln 2 =⇒ t = 2 e pertanto
∫ ln 2
0
dx
2 + ex
=
∫ 2
1
dt
t(2 + t)
=
1
2
∫ 2
1
(
1
t
− 1
2 + t
)
dt =
1
2
[
ln
t
2 + t
]2
1
=
1
2
ln
3
2
Risposta esatta a)
4. Si ha ex = 1 + x+ o(x), ln(1 + x) = x− x
2
2
+ o(x2), e quindi ex ln(1 + x) = x+
1
2
x2 + o(x2). In conclusione
ex ln(1 + x)− x = 1
2
x2 + o(x2)
Poi x ln(1 + pix) = x (pix+ o(x)) = pix2 + o(x2) e quindi
lim
x→0
ex ln(1 + x)− x
x ln(1 + pix)
= lim
x→0
1
2
x2 + o(x2)
pix2 + o(x2)
=
1
2pi
Risposta esatta a)
5. Si ha x− sinx = x
3
6
+ o(x2), ln(1 + xa) = xa + o(xa) quindi
x− sinx
(ln(1 + xa))2
=
x3
6
+ o(x2)
[xa(1 + o(1))]2
=
1 + o(1)
x2a−3[1 + o(1)]2
Allora deve essere 2a− 3 < 1 da cui a < 2.
Risposta esatta a)
6. Si ha y(x) = e−3xex e quindi y′(x) = e−3ex(1 + x) quindi x0 = −1 e` punto di minimo. Tale minimo e` assoluto perche´:
• x < 0 =⇒ y(x) < 0, lim
x→+∞
y(x) = +∞
• x > 0 =⇒ y(x) > 0, lim
x→−∞
y(x) = 0
Il valore dell’estremo e`
y(−1) = −e−4
Risposta esatta a)
7. La soluzione del problema di Cauchy e` definita implicitamente dalla relazione∫ y
0
1
ez
dz =
∫ x
0
sds =⇒ e−y = 1− x
2
2
In definitiva y(x) = − ln
(
1− x
2
2
)
e pertanto
y(1) = − ln 1
2
= ln 2
Risposta esatta d)
8. Siccome x2 − 3x+ 2 = (x− 1)(x− 2) ≥ 0 ⇐⇒ x ≤ 1 ∨ x ≥ 2 il grafico della funzione y = f(x) e` come nella Figura 1. Da qui si
vede che l’intervallo in cui sono soddisfatte le ipotesi (e conseguentemente la tesi) del teorema di Rolle e` [1, 2].
Risposta esatta a)
2
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Figura 1: f(x) =
∣∣x2 − 3x+ 2∣∣
9. La media integrale di una funzione definita sull’intervallo unitario [0, 1] e` semplicemente il suo integrale
1
b− a
∫ b
a
f(x)dx =
1
1− 0
∫ 1
0
f(x)dx =
∫ 1
0
(x2 − 2x)dx = −2
3
Pertanto basta risolvere l’equazione di secondo grado
x2 − 2x = −2
3
=⇒ x1 = 3−
√
3
3
, x2 =
3 +
√
3
3
La radice x2 non e` accettabile in quanto esterna all’intervallo [0, 1]
Risposta esatta a)
10. La funzione assegnata e` dispari f(−x) = −f(x) il suo grafico e` simmetrico rispetto all’origine degli assi, pertanto possiamo
limitarci a studiarla per x > 0
• Comportamento asintotico al finito: lim
x→0+
f(x) = lim
x→0+
(x− x lnx) = 0
• Comportamento asintotico all’infinito: lim
x→∞
f(x) = −∞
• Segno: f(x) ≥ 0 ⇐⇒ 1− lnx ≥ 0 ⇐⇒ 0 < x ≤ e
• Monotonia: f ′(x) = − lnx ≥ 0 ⇐⇒ 0 < x ≤ 1
• Convessita`: f ′′(x) = − 1
x
< 0 per ogni x > 0
Da quanto precede abbiamo che x = 1 e` un punto di massimo relativo il cui estremo corrispondente e` f(1) = 1 e la funzione e`
concava per x > 0. Poi per il fatto che f e` dispari abbiamo che
• Comportamento asintotico al finito: lim
x→0−
f(x) = lim
x→0−
(x− x lnx) = 0
• Comportamento asintotico all’infinito: lim
x→−∞
f(x) = +∞
• Segno: f(x) ≥ 0 ⇐⇒ x ≤ e
• Monotonia: f ′(x) ≥ 0 ⇐⇒ −1 ≤ x < 0
• Convessita`: f ′′(x) > 0 per ogni x < 0
Infine si osservi che nell’origine la tangente e` verticale perche´
lim
x→0
f ′(x) =∞
Il grafico della funzione e` come nella Figura 2
Da ultimo calcoliamo l’integrale, usando l’integrazione per parti.∫ e
0
f(x)dx =
∫ e
0
(x− x lnx) dx =
[
x2
2
]e
0
−
[
x2
2
lnx
]e
0
+
∫ e
0
x2
2
1
x
dx
=
1
2
∫ e
0
xdx
=
e2
4
3
-4 -2 2
-1.5
-1.0
-0.5
0.5
1.0
Figura 2: f(x) = x(1− ln |x|)
4
